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Dynamische Voorraadproblemen

door G. de Leve

In deze voordracht zullen wij een pasr voorraadproblemen be-
spreken, waarvan de oplossingsmethoden geheel met elkander overeen-
stemmen. De te beschouwen situaties kunnen als volgt worden geka-
rakteriseerd.

Om een verkoopproces gaande te houden moet een verkoper op van
te voren onbekende tijdstippen één eenheid van een artikel aan een
consument verstrekken. In ledere periode van de lengte T wordt de
kans op een vraag d van de grootte 1 gegeven door:

T ,
Pld=c] =2 T (1)

!

Deze artikelen zljn blj de verkoper opgeslagen en kunnen in
ieder veelvoud van één eenheid op elk gewenst tijdstip worden be-~
steld bij één leverancier. De levertijden van de orders zijn sto-
chastisch, maar de kansverdeling van de levertijd is voor iedere
crder dezelfde. De orders worden in de zelfde volgorde afgeleverd
als dile, waarin zlj zijn afgeleverd., Wij zullen in het hierna vol-
gende twee verschillende modellen beschouwen. In het eerste model
kan de voorraad van de verkoper slechts worden aangevuld met be-
hulp van bestellingen met levertijd. In het tweede model kan de
verkoper als de voorraad is uiltgeput ook noodinkopen verrichten
fegen een hogere inkoopprijs zonder levertljd.
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Schematische voorstelling van beide modellen L o
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Aaﬁ het verkoopproces zijn kosten verbohden, waarvan wij de
volgende soorten zullen onderscheiden:

1e Inkoopkosten: Deze kosten zullen wi] weergeven door een
functie ven q, t.w. ¥ (q), waarbij q de omvang van de order aan-
geeft. 21) omvatten alle kosten, welke verband houden met de om-
vang en het bestaan van de order.

2e Opslagkosten: De opslagkosten bedragen C1 voor ledere een-
heid één tijdseenheid in voorraad,

3e Naleveringskosten: In model 4 worden naleveringskosten ge-

maakt, als de voorraad ultgeput is en men uitstel van aflevering
moet vragen. De naleveringskosten bedragen C2 voor iedere eenheid
één tijdseenheld te laat afgeleverd a-n de consument.

he Noodinkoopkosten: In model 2 worden noodinkoopkosten ge-
maakt, als de voorraad uitgeput is en men eclders één eenheid moet
inkopen %egen de hoger inkoopprijs C3 per eenheid.

Het vrobleem, waarvoor een oplossing wordt gezocht, kan als
volgt worcen geformuleerd:

"Een 7erkoper heeft op het rijdstip e_, een bestelling afge-
geven c¢n vraagt zich op dat tijdstip af, wanneer een nléeuwe order
moet worden afgegeven en hoe groot de omvang van deze order moet
worden gekczen', '

Aangenoten wordt dat het eerst volgende besteltijdstip 6

1
plaats cal vinden na 6 _

4
De 7rerkoper beschikt op het tijdstip ©_
informatie:

4 OVer de volgende

le (e voorraad r.q op @_q

2¢ ¢e besteltijdstippen @~j (j=1,...,k) van de nog niet af-
geleverde orders en de dearbij behorende ordergrootten q__j
(J=1,...52).
ordergroo’ te 4k d_4

voorraac T

tijdstir van aflevering oK o™

besteltijdstip e_k

fig.2

De beschikbare informatie op 8 1) voetnoot zie
volgende blz.
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De keuze van het besteltijdstip 91 en de ordergrootte q1 zul-

len wij optimaal noemen, als voor die keuze van 6

q en dq de ver-
wachting op het tiljdstip eq van de totale kosten vanaf e__,1 mini-
maal is. Deze kosten zullen ulteraard ook afhangen van de toekom-
stige besteltijdstippen e, en de ordergrootte q, (i=2,3,...),waar-
van men op het tijdstip e_q slechts weet, dat zij t.z.t. ook opti-
maal gekozen zullen worden.

Zonder de algemeenheid te schaden kunnen wij aannemen, dat de
goederen 1n dezelfde volgorde worden verkocht als die, waarin zi}]
zljn afgeleverd.

Met het tijdstip ie geven wij dan 1n het eerste model het mo-
ment aan, waarop de la:ftste eenheid van de ide order moet worden
afgeleverd. Indien deze eenheld op het tijdstip ie in voorraad is,
zal het worden v?rkocht. In de periode (@uq, 1e) 2) bedraagt de
vraag dus r_,I +-%;qj. Het aanteal Xerkochte eecnheden in die perio-
de zal hieraan gelijk zijn, als 6~ pleaats vindt voor het tijdstip
19.

Met het tijdstip ie geven wij in het tweede model het moment
a n, waarop de laatste aenheld van de id' order wordt verkocht.

Als 1n de periode (e 42 @) geen noodlnkopen hebben plaats gevon-
den, dan zal de vrasg in die periode r_ + Z.qj bedragen. ZiJn
daarentegen wel noodinkopen verricht in de perlode (e 17 @) dan
is de vraag in die periode groter dan r 1+~Z qJ

Wij zullen nu de onkosten vanaf het tigdstip e_q splitsen in
onkosten per bestelling. De bijdragen van de ide order tot de to-
tale kosten worden gegeven door:

1e de inkoopkosten 50 qi op het tinutlp ot

2¢ de opslagkosten vanaf het tijdstip e* over de gehele order

1-1 i-1

qi tot 8, als het tijdstip e plaats vindt voor

over het resterend gedeelte tot het tijdstip @._
Je de naleveringskosten, als het tijdstip el plaats vindt na

8 en verder

o el T D Bee Dup e S epe P G WGP M WA S

1) Besteltijdstippen: index rechts beneden b.v. 9y
tijdstippen van aflevering: index rechts boven b.v, ei
Op 6_, is van de afleveringstijdstippen g~ t/m 6 % alleen de
volgorde bekend.

2) De beschouwde intervallen zij steeds links open en rechts ge-

sloten.



o
8 over de hoeveelheid, die gevraagd wordt in de periode
0") (model 4).
Ye de noodinkoopkosten, als het tijdstip 6  plaats vindt na

i-1

i-1
(7 e,

l‘ﬂe, van de hoeveelheid, waaraan behoefte bestaat in de periode

(1" Te, oY) (model 2).

Indien wij op deze wijze te werk gaan zijn alle onkosten, wel-

ke gemaakt worden na 6 toegewezen, hetzij aan een reeds afgegeven

-~
hetzij aan een nog te bestellen order. Bovendien zal het gedeelte

d .
€ order niet wor-

van de totale kosten dat komt ten laste van de i
den beinvloed door de keuzen van (ek, qk) (k=1i+1,....), maar wel
door de keuzen van (ej, qj) (J=1,...,1). Aangezien de bijdragen

tot de totale kosten van de reeds op (-3__,I afgegeven orders nlet af-
hangen van de keuzen van (6, d;) (1=1,2....) kan men volstaan met

de bijdragen vanaf i=1 te beschouwen.

Aangezien het gebruikelijk is om aan onkosten in het verre
verschiet minder gewicht toe te kennen, dan aan ultgaven van gelij-
ke grootte in de nabilje toekomst zullen alle uitgaven met een pas-
sende verdisconteringsfactor worden vermenigvuldligd. De waarde .
een ultgave op het tijdstip © berekend voor het tijdstip ex, wordt
verkregen door deze uitgave te vermenigvuldigen met 5 ( ).

Indien wij met C. (@ ei’qi) de kosten aangeven, welﬁe op reke-

de j

ning komen van de i order en gemaakt zijn tot het tijdstip &,dan

vinden wij voor de verdisconteerde waarde van de totale kosten van

de 19€ order berekend voor het tijdstip 6,

el

c def
waarblj het rechterlid een Stieltjes-integraal voorstelt. De ver-
disconteringsfactor (56 ,8) dient men zodanig te kilezen, dat als

Q(Q,G*X) de lengte voordtelt van het interval (e**e) de beide uit-

drukkingen:

Q \

/ S. (e) al(e (4)

bestaan voor iledere 1 en elke eindige waarde van @x’ e%*, e

qys

(8, @xx)

Il

iel’l

terwijl bovendien moet gelden;



< 1 voor € > ex
§,(0) =1 voor @ = 6_ | (5)
* 1 voor 6 <« ©
> %
en
S, (e,..)38 (a) = &_ (o) voor iedere ®, 8. en & (6)
935 *E e}t—}t— 93{. S *3%
Uit (5) en (6) volgt:
‘gGXKGX%)‘SGX*(Gk) = 1 voor iedere waarde van o, en o . (7)

De verwachting van de verdiscontegrde waarde, berekend voor 94,

van de biljdragen tot de totale kosten van de op 9~1 nog niet af-
gegeven orders, wordt gegeven door:
en ®
B, (8420435 8gsdps...) = E %591(91)59_91(6,91,%) (8)

Voor de optimale keuzen van 6. €n qi<ii=1,2...) zullen dus de
volgende uiltdrukkingen minimaal zijn:

Ewgn(equj; ej+q,qj+1; ..... ) (3=1,2,...1) (9)

J
Hierbij dient te worden opgemerkt, dat de verwachting van

gg"(eq,qq;eg,qg;...) in uitdrukking (9) berekend is op het tijd-
stﬂp ej.

Hieruit volgt, dat men voor de bepaling van het optimale
besteltljdstip 91
formatie, welke men pas op latere tijdstippen kent.

en ordergrootte q1 moet beschikken over de in-

In het hierna volgende zullen wij aantonen, dat als men een
extra voorwaarde oplegt, zonder deze informatie optimale bestel-
tlJjdstippen en ordergrootten kunnen worden bepaald.

De periode (1“19, ie) (i=2,3...) omspannen het gehele inter-
val ( ©,),

Wij zullen met de grootheid'g(e,ei, qi) de lengte vastleggen
van het gedeelte van de periode (1—16’ ie), dat binnen het inter-
val (-en,®) ligt. Vervolgens beschouwen wij het quoti&nt:

E{Se. C,(8,0,.q,)/ (O] (10)
£{S, T.(2.0,,9,)/3(&)]
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waarbi j d(ei) de beschikbare informatie aangeeft op 6
ﬁ(@i) wordt dus gegeven door:

g

ry = 7ri(8y)
D = - g -
T(6;) T A AP (11)
— « - 1
9k =975k R S

waarblj k het aantal nog nilet afgeleverde orders op 6, aangeeft en

i
Ty de op dat tijdstip aenwezige voorraad,
Het minimum van (10) met betrekking tot o

aanduiden door m, (8

i en qi zullen wi]j
42043655005 «+ )

Hulpstelling 1

Als het minimum van (10) bereikt voor een waarde van 9, waar-
voor geldt k=0, dan zal dit minimum m
van 6, en g, (k=1,...,1-1).

1 niet afhangen van de keuzen

Bewljs: Als k=0, dan wordt de beschikbare informatie op ei gegeven
door I(ei) = ri=ri(e) . Voor ieder stelsel waarden van O, en g

(k=1,...,1-1) zijn de tijdstippen 4

elkander te onderscheiden door de waarden van ri op die tijdstippen.

Het quotié&ént, vermeld in (10), zal dan ook slechts een functie zijn

waarvoor geldt k=0 slechts van

van r, en qy - Indien het quotiént haar minimum m, bereikt voor ry=

i

Ty en 4y=q., dan zal op het tiljdstip 6, waarvoor (10) haar absoluut

minimum bereikt de voorraad dalen tot Po

Hulpstelling 2

Als zowel voor i=1, als 1=1i, het absolute minimum van (10) bew-

reikt wordt voor een waarde van @

5 waarvoor geldt r=0, dan geldt

bovendien mi1 = mig =mg .
Bewijs: Als k=0, dan zijn de functies giﬂ(e,eiq,qiq) en gée,eiq,qiq)
van vorm identiek met giz(@,@iz,qig) en gif(e,eig,qi ). Aangezien
het quotient (10) slechts afhangt van’ri en 9y zal hét minimum van
(10) bereikt worden voor ry =r_ en qj =q_ Tesp. riezro en qigzqo.

Hierult volgt, dat m11 gell jk moet zign aen m12

Stelling I
Indlen voor ledere waarde van 1 en voor leder gegeven stelsel

waarden van 91-1’ Gk en g (k=1,...,1-2) de waarde van



.-T...

mi(ei~15qio15"') niet afhangt van de keuze van 4y _4» dan geldt:
my(O4 4285 45 84 psUypieee) =Wy (12)
Bewljs:

De optimale keuze van het besteltijdstip ei wordt mede be
paald door de heoveelheden in bestelling. Door qi_1 ultzonder-
1i1jk groot te kiezen kan men het optimale besteltijdstip ei la-
t§n plaats vinden na het afleveringstijdstip van de vorige order
@1-1‘ Indien uit het afgeven van een order van de grootte q’i_1
op ei 4 volgt, dag get optimale besteltijdstip ei plaats vindt
na het tijdstip o (m.a.w. k=0) dan geldt volgens het gegeven
en hulpstellingen 1 en 2:

My (03 09 438 2Ty per) = My(8y 00y 4385 50y pieel) = Wy
(13)
Stelling IT

Indien voor iedere waarde van 1 voor ileder gegeven stelsel
waarden van €, ,,8, en g, (k=1,4...,1=1) de waarde van
mi(ei~1’qi~1591—2’qi—2;"‘) niet afhapgt van de keuze van A4 4
en de grootheden (Gi,qi) (i=1,2,3...) steeds zodanig worden ge-
kozen, dat voor die keuzen van (@i,qi) het quoti&nt vermeld in
(10) minimaal 1s, dan zal voor deze waarden van (ei,q

1) ook
Egeq(eﬂ,qq;eg,qg...) minimaal zijn.

Bewigjs: o o
UL BCy (84,04385,0p544.) = B ZL<Seq(ei)f%k c,(e,8,,q;)

X

volgt:

efe? ¢ (6,0, /3(6 3}
(6 9943655003 e ) =:EZL §. (e,) { o = “»q,
429435925903 ey 1 {:'E(GGL,qV‘J(@}
x 5{5° 7 (0,0,.9,)/3(6,)] ()

Hiervoor kan wen ook schrijven:

EC . . =
*e/‘(g/‘Jq,‘,ez}QE,-no) -—
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e G ©
ES §,. (o £{56,C.(6.0:,00/3(0)% __ |¢fs z (0,0,,4 )/3(0)
S e HE g 00,00/ 3008 19 7.(0-00:0.)006)

mgE > 8 () {Stftfgi(e,@i,qi\/ﬂ@a)} =

z E{22 C.(6,8.,4,)/3(6)] 6
= & ) o, WG 2R . 5 T ‘ ‘ @‘
e 84(61 E{S; "Qdﬁ@,@hq)/ RN E{ ©; EL(@’e“q")/‘j( ‘)}

rm S:j 1(9;1@) (15)
.

G -
Aangezien mof5o ,Q(@, qe) nict afhangt van de kKeuzen van ei en qi
(1=1,2,...) en

5% ¢ . (0.0..6.)/3(G,
£ { (Z,L( 00,9,/ 3(0) Y - 46)
e{s; T, (5, Q.,qg/sc@a Y

zal ECg (Gq,qqgeg,qg;...) voor deze keuzen van (@ijqi) haar abso-
luut midimum bereiken.

Indien men zich dus beperkt tot die modellen waarvoor geldt,

dat my (8 _1s93_ 4384 5594 05
optimale besteltijdstip e/l en de optimale bestelgrootte q1 onaf -
hankelijk van de daarop volgende besteltijdstippen en ordergroot

..) nilet afhangt van Ay 49 dan kan het

ten worden bepaald., Men kan aantonen, dat bij het eerste model
steeds aan deze voorwaarden is voldaan. BiJ het tweede model be-
hoeft dilt echter niet altijd het geval te zijn.



